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Fonction logarithme népérien

Théoréme

Il existe une fonction, nommée logarithme népérien et notée In,définie sur
10; +o0, telle que

Pour tout x réel, e =y <= x =1In(y) avecy >0

Démonstration.

@ Pour tout y > 0 la fonction f définie par f(x) = X — y, est continue
sur R

@ Si x — 400 alors f(x) = +o00 >0

@ Si x — —oo alors f(x) - —y <0

@ D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires |'équation f(x) =0 a
au moins une solution

e f'(x) =€e* > 0 donc f est strictement croissante sur R donc f(x) =0

a une solution unique

@ On a montré |'existence d'une fonction y — x telle que e =y
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Fonction logarithme népérien

oIn(l)=0care’ =1
on(e)=1lcarel=e
o In(eX) = x
0 ) = x



Relation fonctionnelle

Théoréme
@ Pour tout x > 0 et tout y > 0 on a In(xy) = In(x) + In(y)
e Pour tout x > 0 et tout n € N on a In(x") = nln(x)

1
@ Pour tout x >0 on a In(=) = —In(x)
X

e Pour tout x >0 et touty >0 on a |n(i) = In(x) — In(y)
y

Démonstration.

o en)tIn(y) — gIn(x)elnly) = xy = () et puisque la fonction
exponentielle est strictement croissante In(xy) = In(x) + In(y)

@ Par récurrence sur n
1 1 1
| ) =In(1) = | ) =1 In(—
@ In(x x X)1 n(1) =0 Or In(x x X) n(x) + n(X)
Donc In(=) = —In(x)
X
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Théoréme
o lim In(x)=+4o00
X——+00
lim | = -
o lim n(x) 00
|
o lim M =0

X—+o00 X

e lim xIn(x)=0
x—0t

Démonstration.

@ Pour tout A > 0 quelque soit x > e on a In(x) > In(e?) = A ce qui
prouve lim In(x) = 400
X——+00

1
@ Six — 0" alors X = = — 40 et In(X) = 00
x

Or In(X) = |n(%) = —In(x) donc In(x) = —In(X) = —0
L]
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Fonction dérivée

Théoréme

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; 4+o0o[ et sa fonction
dérivée est la fonction inverse définie sur |0; +oo[

Démonstration.

On admet la dérivabilité de la fonction logarithme népérien sur ]0; +oo|
En composant le fonction In et la fonction exponentielle |

x—= e =y —lIn(y) =In(eX) =x

En utilisant le théoréme de la dérivée d'une fonction composée

(In o exp)'(x) = In’(eX)eX

1
Donc 1 = In’(eX)e* donc In’(y) = " O




Fonction dérivée

Théoréme

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0; +o0|

Démonstration.

1 . . .
In’ = = > 0 donc la fonction In est strictement croissante sur
y

10; +o0] O




Fonction dérivée
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