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Calcul de probabilités : point de vue ensembliste

@ |'expérience aléatoire est le lancer d'un dé 4 fois

@ Chaque résultat possible peut étre décrit par un quadruplet
(di, da, d3, ds) ou chaque d; € {1,2,3,4,5,6}

@ L'univers Q est I'ensemble des quadruplets

@ Un événement A est une partie de |'univers, par exemple tous les
quadruplets ne contenant aucun 6

o Calculer la probabilité de A c'est associer a A un nombre P(A)
compris entre 0 et 1 qui mesure son degré de réalisation

@ Souvent on suppose que tous les événements élémentaires, ici les
quadruplets, ont la méme chance de se réaliser et par conséquent

_ Al

PA =g
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Calcul de probabilités : point de vue fonctionnel

o |'expérience aléatoire est le lancer d'un dé 4 fois
@ Une variable aléatoire est une fonction numérique réelle définie sur Q
-
4
e Par exemple X; définie par Xi((d1, d2,d3,ds)) = > d;
i=1
e Par exemple X, définie par Xx((d1, d2, d3, ds)) = nombre de fois ou 6

apparait dans (di, da, d3, ds)
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Loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte

@ La loi de probabilité d'une variable aléatoire discréte X est la donnée
de toutes les valeurs de X ainsi que les probabilités associées a ces
valeurs

@ De maniére générale P(X = k) = P({w € Q, X(w) = k})

@ Par exemple X3 a pour loi de probabilité (loi binomiale) de paramétres

=4etp=—
n et p ] |
Xo 0 1 2 3 4
P(X, = k) | 0,4823 | 0,3858 | 0,1157 | 0,0154 | 0,0008

@ X3 prend les valeurs 2n+ 1 ot n > 1 et les probabilités sont données
——

. . . 1 .
par une suite géométrique de premier terme 7 et de raison 7
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Fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte

Définition

La fonction de répartition d'une variable aléatoire discréte X est définie par

F(x)=P(X <x)= > P(X=k)
k<x
(probabilités cumulées croissantes)

Exemple :

X2 0 1 2 3 4
P(X2 = k) | 0,4823-0,3858 | 0,1157 | 0,0154 | 0,0008
F(x) 0,4823 | 0,8681 | 0,9838 | 0,9992 1
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Espérance d’une variable aléatoire discréte

Définition
L'espérance d'une variable aléatoire discréte X est définie par :

E(X) = ZkP( = k)= ZkP({wGQX()Zk})Z
2K Z P(w))

w,X(w)=k
Finalement E(X) peut aussi s'écrire E(X) = > X(w)P(w)

[%%)
(la somme est faite sur les événements élémentaires)

Exemples :
@ Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors E(X) = np,
1 2
donc E(Xp) =4x - =<
onc E(X3) Xe=3

@ X3 est une variable aléatoire discréte mais infinie et E(X3) existe en
tant que limite d’une suite et vaut 9
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Espérance d’une variable aléatoire discréte

Théoreme
o E(X+Y) = E(X)+ E(Y)
o E(kX) = kE(X) j
e E(k)=k
e SiX <Y alors E(X) < E(Y)

o [E(X — E(x)) = 0]

Démonstration.
e E(X+Y)=>(X4+Y)(w)P(w) =>(X(w)+ Y(w))P(w) =
> X(W)P(w) + 22 Y(w)P(w) = E(X) + E(Y)
@ Le point important est de calculer |'espérance sur les événements

élémentaires et la définition d’'une somme de deux fonctions et du
produit d’une fonction par une constante

@ On dit que I'espérance est linéaire
e E(X—E(X)=E(X)—E(E(X))=E(X)—E(X)=0
Caractéristiques d’une variable aléatoire di 18" mars 2015

8 /11


jvallon_hoarau
Crayon 

jvallon_hoarau
Crayon 

jvallon_hoarau
Crayon 


Ecart type d’une variable aléatoire discréte

Définition
La variance d'une variable aléatoire discréte X, notée V/(X) est définie par :

V(X) = E((X - E(X))*) >0

v

Théoréme
° V(X)=E(X?)— (E(X))?

Démonstration.

On utilise les propriétés de |'espérance

E((X — E(X))?) = E(X? —2XE(X) + (E(X))?) = E(X?) — E(2XE(X)) +
E(E(X))?) = E(X?) — 2E(X)E(X)) + (E(X))* = E(X?) — (E(X))> O

Exemple : Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors
V(X) = np(1 - p)

Caractéristiques d’une variable aléatoire di 1" mars 2015 9/11


jvallon_hoarau
Crayon 

jvallon_hoarau
Crayon 


Ecart type d’une variable aléatoire discréte

X — v
E(X\.-m .
V(K)om
Définition CNERELY
L' écart type d'une variable aléatoire discréte X, notée o(X) est définie

par :
a(X) =+/V(X)

Exemple : Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors

o(X) = +/np(1 - p)
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Théoréme

7,23/3*»@@
£
EX) e s

(X
22

@ Pour tout a> 0 on a P(|X| > a) < >
a

@ Pour tout a> 0 on a|P(|X — E(X)| > a) <

Démonstration.

On introduit la fonction "seuil" 1., o[(|X|) = 1 si |X| > a 0 sinon
on peut donc écrire :

IX| > alpsyoof(1X]) donc [X[? > a*1(5; 1 oof(IX])

donc E(|X[?) 2 a%E (1a 4 oo (IXI)\= 2*P(IX] > a)

Pour la deuxiéme inégalité on remplace X par X — E(X) Ol

Application :Prenons a = 20(X) donc a® = 4V/(X) et

P(X~ EX)| > 20(X) < 395
Autrement dit moins de 25 % des valeurs d'une variable aléatoire sont au
dela de 2 fois I'écart type autour de E(X)
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