Exercices : Puissances de matrices

Exercice 1

Calculer les valeurs propres (si elles existent) des matrices suivantes :
0 1 0 —1 31 11 2 0
= (o) =)o a)o= (o) 3)
09 0.2
evi= (0.1 0.8)
Exercice 2

Chercher des vecteurs propres des matrices ci-dessus lorsque c’est possible

Exercice 3 Soit A = (Z b> et B = < d _b>

d —Cc a
1. Calculer AB
2. En déduire si A inversible la matrice A~}
Exercice 4

Donner un exemple de matrice bistochastique (c’est a dire stochastique suivant les
lignes et les colonnes) d’ordre 2 puis d’ordre 3

Exercice 5

Montrer que si X est un vecteur propre associé a la valeur propre \ de la matrice A
alors pour tout k réel non nul le vecteur kX est aussi un vecteur propre de A

Exercice 6
k=n

Etant donné un polynéme quelconque a coefficients réels P(x) = > apz®. Si (A, X)
k=0

est un couple valeur-vecteur propre d’une matrice A, prouver que (P()\), X) est un
couple valeur-vecteur propre de la matrice P(A)

Exercice 7

Si -1 et 2 sont les valeurs propres de A une matrice carrée d’ordre 2 quelles sont les
valeurs propres de A%?

Exercice 9

Prouver que A une matrice carrée d’ordre n est singuliére (det(A) = 0) <= 0 est une
valeur propre de A

Exercice 10
Si A n’est pas une matrice singuliére on a vu ci-dessus que 0 ne peut pas étre une valeur

propre de A

1
Prouver alors que si A est une valeur propre de A alors " est une valeur propre de A1



Exercice 11

1. Soit A une matrice stochastique d’ordre n suivant les lignes.

Montrer que (1,V) est un couple valeur-vecteur propre de A (avec V = )

Exercice 12
Soit A une matrice carrée d’ordre n idempotente (i.e A? = A).

Montrer que les seules valeurs propres possibles pour une matrice idempotente sont 0
ou 1

Exercice 13
Une matrice carrée d’ordre n, A est dite nilpotente, s’il existe un entier p > 2 tel que
AP = (0)

1. Montrer que la seule valeur propre possible pour une matrice nilpotente, est 0

2. Donner un exemple de matrice nilpotente

Exercice 14

On rappelle que la matrice d'une rotation plane de centre l'origine du repére O et
d’angle 6 est :

cos(f) —sin(6)
My= | ".
sin(f)  cos(h)
Discuter en fonction de 6 de I'existence de valeurs propres pour My. Etait ce prévisible
d’un point de vue géométrique ?
Exercice 15
: . : —
Trois vecteurs u_>1, 772, et u_>3 de l'espace sont coplanaires si le vecteur nul 0 peut

s’exprimer comme une combinaison linéaire des vecteurs u_>1, u_%, et uj cest a dire il
existe \; pour 1 <7 < 4 non tous nuls tel que :

i=3
a0
i=1

1. Donner dans le cube ABCDEFGH trois vecteurs coplanaires (justifier)

2. Il s’agit maintenant d’étendre la définition du déterminant aux matrices car-
rées d’ordre 3 de telle sorte que si trois vecteurs coplanaires C7, Cy et C'3 sont
coplanaires alors le déterminant de la matrice (C; Cy C3) est nul



On va définir le déterminant d’une matrice carrée par récurrence ainsi :
(a) Si A est une matrice carrée d’ordre n = 1 alors A est un nombre réel et
det(4) = A
(b) Si A est une matrice carrée d’ordre n > 2 on définit A;; la sous-matrice de
A obtenue en supprimant la ligne ¢ et la colonne j alors A;; est une matrice
n

carrée d’ordre n—1 et det(A) = > (—1)"a;;det(Aij) = > (—1)"Ha;;det(A; )

j=1 =1

3. Vérifier que cette définition redonne la définition du déterminant pour une ma-
trice carrée d’ordre 2

01 2
4. Soit M = |1 0 —1| Vérifier que les vecteurs colonnes M; et M, ne sont pas
1 1 0

colinéaires et les vecteurs My, My et M3 sont coplanaires (car Mz = 2My — My )
5. Vérifier que det(M) =0

6. Prouver que si det(M) = 0 ot M est une matrice carrée d’ordre 3 quelconque
alors les vecteurs colonnes de M sont coplanaires

Exercice 16

n
Soit P un polynome a coefficients réels de degré n, P(z) = > apa® avec a, € R
k=0

1. En admettant le théoréeme de D’Alembert Gauss qui assure que tout polynéme
de degré n a coefficients réels a n racines complexes , prouver que si a est racine
de P alors @, le conjugué de a aussi

2. En déduire que tout polyndéme de degré impair a coefficients réels a au moins
une racine réelle

Exercice 17

1. Donner un exemple de matrice carrée d’ordre 2 n’ayant pas de valeur propre
réelle

2. Montrer que toute matrice carrée d’ordre 3 a au moins une valeur propre réelle

3. Comment définir la matrice carrée d’'une rotation dans I’espace ?

Exercice 18

Calculer les valeurs propres (si elles existent) des matrices suivantes :
1 1 2 1 00 1 11 1 10
A=\|0 2 1|,B=[0 2 0], C=(11 1],etD=1]0 1 1],
00 3 00 3 111 0 01

Exercice 19
Chercher des vecteurs propres des matrices ci-dessus lorsque c’est possible
Exercice 20

1. Calculer le polynome caractéristique pg de la matrice diagonale B de ’exercice
18



2. Vérifier que pp(B) = (0)

Exercice 21

On rappelle que deux matrices carrées M et N sont semblables s’il existe une matrice
carrée inversible S tel que M = STINS

On dit qu'une relation R entre deux objets mathématiques = et y est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des objets £ du méme type que x et y si :

1. Vx € E zRx (relation réflexive)
2. Vx € B, Yy € E si xRy alors yRx (relation symétrique)
3. Vx € E, Vy € EVz € E si 2Ry et yRz alors xRz (relation transitive)

1. Montrer que toute relation de congruence sur Z est une relation d’équivalence
sur Z

2. Montrer que toute relation de similitude sur l’ensemble des matrices carrées
d’ordre n est une relation d’équivalence

3. Montrer qu’une relation d’équivalence R sur un ensemble E engendre une par-
tition de F

Exercice 22

1. Montrer que si deux matrices carrées d’ordre 3 M et N sont semblables alors
det(M) = det(N)

2. Montrer que si deux matrices carrées d’ordre 3 M et N sont semblables alors
Pm = PN

3. Montrer que la seule matrice carrée d’ordre 2 semblable a la matrice nulle (0)
est la matrice nulle

4. Montrer que la matrice identité est semblable avec elle-méme

5. Montrer que la matrice nulle est semblable avec elle-méme

0 (1) et la matrice nulle (0) ont la méme valeur propre 0 de
multiplicité 2. Sont elles semblables ?

6. Montrer que A = (0

Exercice 23

Une matrice carrée M est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diago-
nale. On a vu en cours une condition suffisante (mais non nécéssaire) :

Si une matrice carrée d’ordre n a n valeurs propres réelles distinctes alors elle est
diagonalisable

1. Montrer que toute matrice carrée d’ordre 2 stochastique est diagonalisable

2. Donner un exemple de matrice carrée d’ordre 2 diagonalisable ayant une valeur
propre de multiplicité 2

Exercice 24 (BAC Amérique du Nord juin 2016) On dispose de deux urnes U et
V contenant chacune deux boules. Au départ, 'urne U contient deux boules blanches
et I'urne V contient deux boules noires.



On effectue des tirages successifs dans ces urnes de la facon suivante : chaque tirage
consiste a prendre au hasard, de maniere simultanée, une boule dans chaque urne et a
la mettre dans ’autre urne.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches que contient I'urne U & la fin du n-iéme tirage.

1. (a) Traduire par une phrase la probabilité Px,-1)(X,41 = 1) puis déterminer
les probabilités conditionnelles suivantes :

Pix,=0) (Xny1 = 1), Px,=1) (Xnp1 = 1) et Px,=2) (Xny =1).
(b) Exprimer P (X1 = 1) en fonction de P (X,, = 0), P (X, = 1) et P (X,, = 2).

2. Pour tout entier naturel n non nul, on note R,, la matrice ligne définie par :

=
S
n
~
s
n
=
v

X,=1) P(X,=2))

et on considére M la matrice

Okl —= O
—N | =
Okl —O

On note Ry la matrice ligne (0 0 1).

On admettra par la suite que, pour tout entier naturel n, R, 1 = R, X M.

Déterminer R; et justifier que, pour tout entier naturel n, R, = Ry x M™.
3. On admet que M = P x D x P~} avec :

1 2 3 1 ! 00 1 -2 1
_ _ -1
2 =31 0 0 1 1 4 1
Etablir que, pour tout entier naturel n, M™ = P x D" x P~!
1 n
<_§) 00
On admettra que, pour tout entier naturel n, D" = 0 00
0 0 1
4. (a) Calculer D™ x P~! en fonction de n.
(b) Sachant que RyP = (% —% %), déterminer les coefficients de R,, en fonc-
tion de n.
5. Déterminer lim P (X, =0), lim P(X,=1)et lim P (X, =2).
n—+o00 n—+o00 n—+00

Interpréter ces résultats.

Exercice 25 (Bac Polynésie juin 2016) Pour chacune des cing propositions sui-
vantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse choisie.

Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse non jus-
tifiée n’est pas prise en compte. Une absence de réponse n’est pas pénalisée.



. Proposition 1

Pour tout entier naturel n, le chiffre des unités de n? + n n’est jamais égal a 4.
On considére la suite (u,,) définie, pour n > 1, par
1
un, = —pged(20 ;5 n).
n

Proposition 2
La suite (u,) est convergente.

. Proposition 3

Pour toutes matrices A et B carrées de dimension 2, on a A x B =B x A.

. Un mobile peut occuper deux positions A et B. A chaque étape, il peut soit

rester dans la position dans laquelle il se trouve, soit en changer.

Pour tout entier naturel n, on note :

— A, I'événement « le mobile se trouve dans la position A & 1" étape n » et a,
sa probabilité.

— B,, I'événement « le mobile se trouve dans la position B a I’étape n » et b,
sa probabilité.

— X, la matrice colonne (Z")

On admet que, pour tout entier nature n, X,, ;1 = M xX,, avec M = (8: Zg 8: i)
Proposition 4

La probabilité P, (By,41) vaut 0,45.

Proposition 5

Qo
bo
est trois fois plus grande que celle d’étre en A a ’étape 1, autrement dit tel que
b1 = 3(11.

Il existe un état initial Xy = ) tel que la probabilité d’étre en B a I'étape 1

Exercice 26 (BAC Amérique du Sud Novembre 2017)

Dans un jeu vidéo en ligne, les joueurs peuvent décider de rejoindre ’équipe A (statut
noté A) ou I’ équipe B (statut noté B) ou bien de n’en rejoindre aucune et rester ainsi
solitaire (statut noté S). Chaque jour, chaque joueur peut changer de statut mais ne
peut pas se retirer du jeu.

Les données recueillies sur les premiéres semaines aprés le lancement du jeu ont permis
de dégager les tendances suivantes :

un joueur de I’équipe A y reste le jour suivant avec une probabilité de 0,6 ; il
devient joueur solitaire avec une probabilité de 0, 25. Sinon, il rejoint 1’équipe B ;
un joueur de l'équipe B y reste le jour suivant avec une probabilité de 0,6;
sinon, il devient joueur solitaire avec une probabilité identique a celle de rejoindre
I’équipe A ;

un joueur solitaire garde ce statut le jour suivant avec une probabilité de E ; il

rejoint I’équipe B avec une probabilité 3 fois plus élevée que celle de rejoindre
I’équipe A.



Au début du jeu, a la cléture des inscriptions, tous les joueurs sont solitaires.

On note U,, = (an by, sn) I’état probabiliste des statuts d’un joueur au bout de n
jours. Ainsi a, est la probabilité d’étre dans I’équipe A, b,, celle d’étre dans ’équipe B
et s, celle d’étre un joueur solitaire, aprés n jours de jeu.

On adonc:ag =0, by =0 et sp = 1.

1. On note p la probabilité qu’'un joueur solitaire un jour donné passe dans I’équipe
A le jour suivant. Justifier que p = 7R
2. (a)
Recopier et compléter le graphe proba-

biliste ci-contre représentant la situa-
tion.

(b) On admet que la matrice de transition est 7' =

Elo wuw B

Elee oum oo
= Ol e

Pour tout entier naturel n, on a donc U,,, = U, T.
Montrer alors que, pour tout entier naturel n, on a U, = UyT™.
(c) Déterminer ’état probabiliste au bout d’une semaine, en arrondissant au
milliéme.
3. On pose V = (300 405 182).
(a) Donner, sans détailler les calculs, le produit matriciel VT'. Que constate-t-on ?
(b) En déduire un état probabiliste qui reste stable d'un jour sur l'autre.

4. On donne l'algorithme suivant, ou la commande « Ul[i] » renvoie le coefficient de
la i-eme colonne d’une matrice ligne U.

Variables k un entier naturel

U une matrice de taille 1 x 3
T une matrice carrée d’ordre 3
Traitement | U <+ (0 0 1)

T +

© ol e

Bl oim o

14
Pour k allant de 1 4 7
U+ UT

Fin Pour
Sortie Afficher U[1]

N L LN e

(a) Quelle est la valeur numérique arrondie au milliéme de la sortie de cet algo-
rithme ? L’interpréter dans le contexte de 'exercice.

(b) Recopier et modifier cet algorithme pour qu'il affiche la fréquence de joueurs
solitaires au bout de 13 jours.



Exercice 27 (BAC Métropole 2017)

On appelle « triangle rectangle presque isocéle », en abrégé TRPI, un triangle rectangle
dont les cotés de 'angle droit ont pour longueurs x et x + 1, et dont 1 ’hypoténuse a
pour longueur y, ol x et y sont des entiers naturels.

Ainsi, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des cotés de I'angle droit
sont deux nombres entiers consécutifs et dont la longueur de ’hypoténuse est un nombre
entier.

Si le triangle de cotés x, x + 1 et

y, o y est la longueur de I’hypo-

ténuse, est un TRPI, on dira que

le couple (z ; y) définit un TRPIL

Partie A

1. Démontrer que le couple d’entiers naturels (z ; y) définit un TRPI si, et seule-
ment si, on a :

Y =222 4+ 20 + 1
2. Montrer que le TRPI ayant les plus petits cotés non nuls est défini par le couple
(3;5).
3. (a) Soit n un entier naturel. Montrer que si n? est impair alors n est impair.

(b) Montrer que dans un couple d’entiers (z ; y) définissant un TRPI, le nombre
1y est nécessairement impair.

4. Montrer que si le couple d’entiers naturels (z ; y) définit un TRPI, alors z et y
sont premiers entre eux.

Partie B

3 2
4 3

Soient x et y deux entiers naturels ; on définit les entiers naturels =’ et 3y par la relation :

(1)=46) -

1. Exprimer 2’ et 3/ en fonction de z et y.
(a) Montrer que : y? —22'(2' + 1) = y* — 2z(z + 1).
(b) En déduire que si le couple (z ; y) définit un TRPI, alors le couple (2’ ; /)
définit également un TRPI.

), et B la matrice colonne : B = (;)

On note A la matrice carrée : A = <



2. On considére les suites (2,),cy €t (Yn),cn d’entiers naturels, définies par

g = 3, Yo = H et pour tout entier naturel n : (g"“) =A (Z") + B.
n+1 n

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, le couple (x,, ; ¥y,,) définit

un TRPI.

3. Déterminer, par la méthode de votre choix que vous préciserez, un TRPI dont
les longueurs des cotés sont supérieures a 2017.



